gﬁmg @W@fm
ista O5 - DO s de S rimeira
Orcem ¢ - licacies

Professor: Daniel Hernrisue Silua

Teoria Geral para EDOLH
1) Defina Equagéo Diferencial Ordinéria Linear (EDOL)

2) Defina Equacéo Diferencial Ordinéaria Linear Homogénea (EDOLH)

3) Demonstre que, se uma funcdo y,(x) é solucdo da EDO dada por f,(x)-y" + fi(x) - y' + fo(x) -y = 0, entdo
qualquer funcdo da forma Y (x) = C,y,(x) também sera solucdo, para qualquer C; € R.

4) Demonstre que, se duas fungdes y; (x) e y,(x) sdo solu¢des da EDO dada por f,(x) -y" + fi(x) -y + fo(x) -y =
0, entdo quaisquer combinagbes da forma Y (x) = C,y, + C,y,, C;, C, € R também serdo solu¢cdes da mesma EDO.

5) Considere a EDO dada pory"" —y =0
a) Demonstre que a fungéo y(x) = e* é solugdo dessa EDO.
b) Argumente porque y(x) = Ce* + C, (eT) nao é a solucdo geral dessa equacao.

6) Explique porque é necessario mais de um ponto para se determinar uma solu¢@o Unica num PVI de segunda
ordem.

7) Para cada conjunto de funcdes a seguir, verifique se o conjunto é LI ou LD.
a) {1;x}
b) {cos(x) ; sen(x)}
c) {e*; 2%}
d) {In(x) ;log, (x)}
e) {cos?(x);sen?(x); 1}
f) {cos(x) ; sen(x); tg(x)}
g) {sen(x); cos(x); sen(2x)}
h) {e*; xe*;e™*}
i) {10 %% %%}
8) Demonstre que, se {y;; y,} € um conjunto LI, entdo {y, — y,; v, + y,} também sera LI.

9) Demonstre que, se {y;; ¥,; ¥3} € um conjunto LI, entdo {y;; y; + y5; 1 + ¥y, + y3} também sera LI.

Equacdes Diferenciais Ordinérias Lineares e Homogéneas.
10) Demonstre que, se 4; # ,, entdo {e ¢ ¢@2)t} & um conjunto LI.

11) Demonstre a relagéo de Euler: e = cos(t) + isen(t), onde i? = —1

12) Demonstre que e @+t = ¢at(cos(bt) + isen(bt))

13) Demonstre que @Dt = ¢at(cos(bt) — isen(bt))

14) O objetivo desse exercicio é demonstrar que o conjunto gerado pelas fungdes {e@*?Dt; e(@=bdt} & o mesmo
conjunto que o gerado pelas funcdes {e% cos(bt) ; e*sen(bt)}. Para demonstrar isso, siga 0s passos:
a) Demonstre que o conjunto {e@*bDt; g(@-bdt} & | |,



b) Demonstre que e® cos(bt) e e*sen(bt) podem ser escritos como combinacdo linear dos elementos desse
conjunto.
c) Demonstre que o conjunto {e% cos(bt) ; e*sen(bt)} é L.I.

15) Seja uma EDOLSOCCH da forma Ay" + By' + Cy = 0, tal que B? — 4AC = 0.
B
a) Demonstre que e za" é uma das raizes.
B
b) Apliqgue o método de reducédo de ordem, e prove que a segunda raiz é sempre t - e(_ﬂ)t

16) Para cada uma das equacdes diferenciais homogéneas dadas a seguir, determine a solucao geral.
a)y' -4y +3y=0
b)y" =7y +6y=0
A)y'"+6y +9y=0
d)4y" —12y'+9y =0
e)y'—6y +13y =0
f)2y"+2y"+5y=0
g) ylll + Zyll +yl - 0
h)y" —6y" +11y' —6y =0
I) ylll _yll +4yl _4y - 0
J) ylll _yll _yl _ 15y — 0
K)y"" +10y" +9y =0
|) yllll _ 6yln + 9yu + 6yl _ 10y =0

17) As chamadas Equacées de Euler sdo equagdes da forma Ax%y" + Bxy' + Cy = f(x)

a) Admita que f(x) = 0 (ou seja, estamos no caso homogéneo). Mostre que, ao supormos que a solucdo é da
forma y(x) = x™,n € R, ndés teremos uma equacéo de segundo grau que determine possiveis valores para n.

b) Quais seréo as solucdes da EDO, se a equacgéo de segundo grau do item anterior admitir duas solucdes reais
distintas?

¢) Quais serdo as solucbes da EDO, se a equacdo de segundo grau do item anterior admitir duas soluctes
complexas?

d) Quais serdo as solu¢des da EDO, se a equacao de segundo grau do item anterior admitir duas solucdes reais
iguais?

18) Baseado na questao anterior, resolva as EDO’s:
a) x?y" +3xy' —3y =0
b) x*y" +xy' =3y =0
c) x%y" +3xy'+5y=0
d) x2y" +3xy' +y=0

19) Considere um corpo, de massa m, preso a uma mola de constante elastica k, que é posto em movimento a uma
distancia inicial x, unidades a partir da sua posi¢cao de equilibrio, com velocidade inicial V,. Essa mola sofre acéo de
uma forma de resisténcia, proporcional a velocidade (admita que a constante de proporcionalidade é y, conhecida).
Modele um PVI que descreva a posi¢ao desse corpo em funcdo do tempo.

20) Na situagdo da questdo anterior, admita que néo ha forcas dissipativas, ou seja y = 0.
a) Determine a equacdo do movimento, e verifique que o corpo ir4 fazer um movimento harménico.
b) Determine a amplitude, frequéncia e periodo do movimento, em fungao das constantes m; k; x,; V.

21) Um corpo de 3Kg, preso a uma mola de constante elastica 12N /m é posto em movimento, a partir da posi¢édo de
equilibrio, com velocidade inicial de 10m/s. Admita que ndo hajam for¢as dissipativas para esse movimento.
a) Determine uma equacado para 0 movimento dessa particula. O resultado é compativel com o do exercicio
anterior?
b) Determine a amplitude, frequéncia e periodo do movimento.

22) Se, na mola do exercicio anterior, agir uma forca dissipativa, de constante y = 12Kg/s:
a) Qual a equacédo do movimento da particula?
b) O que acontece com a amplitude do movimento para um tempo muito grande?
c) O que acontece com a frequéncia do movimento, em relacéo a questado anterior?

23) Um corpo de 1Kg, preso a uma mola de constante elastica 0,01N/m é solto a partir do repouso, a uma posi¢ao
gue fica a 20cm de sua posicdo de equilibrio. Imagine que para esse corpo, haja uma forca de resisténcia, cuja
constante € y = 0.05Kg/s.

a) Qual a equacao do movimento da particula?
b) & Determine o instante no qual a particula para pela primeira vez.

24) A carga em um circuito RLC (Resistor-Indutor-Capacitor), sem fonte de forca eletromotriz (bateria) externa pode
ser modelada através de uma EDOLSOCCH. Imagine um circuito que tenha um capacitor carregado com carga inicial



Q,, € corrente inicial I,, um resistor de resisténcia R, um capacitor de capacitancia C, e um indutor de induténcia L.
Sabendo-se que:

- A ddp no capacitor € igual a%

- Addp noresistor éiguala R -1

- A ddp no indutor é igual a L -%

- A corrente I é definida como a taxa de variagdo da carga pelo tempo.

- A soma das ddp’s num circuito é nula.

a) Modele um PVI que calcule a carga no capacitor através do tempo.

b) Resolva o PVI em funcéo das constantes Qy; Iy; C; L; R

¢) Como determinar a corrente que percorre o circuito em fungéo do tempo a partir da carga?

c) Se R = 0, o circuito ira possuir corrente alternada, ou corrente continua? Justifique.

d) Se L = 0, o circuito ird possuir corrente alternada, ou corrente continua? Justifique.

Equacgdes Diferenciais Ordinéarias Lineares Ndo Homogéneas

25) Seja uma EDOLNH da forma y"" + p(x)y' + q(x)y = f(x), na qual yy = C,;y, + C,y, € solugdo da equacao
homogénea associada, e y, € uma solugdo particular qualquer da EDOLNH. Demonstre que y, + y, também sera
solucio da EDOLNH.

26) Descreva com suas palavras como funciona o método dos coeficientes a determinar, e diga em quais situacdes
ele pode ser aplicado.

27) Descreva com suas palavras como funciona o método da variacdo dos pardmetros, e diga em quais situacdes
ele pode ser aplicado.

28) Resolva as EDOLSOCCNH a seguir, pelo método que julgar mais conveniente
a)y’' —5y +6y=14e%
b)y" +7y' + 6y =3t —-11
c)y" +8y' + 16y = cos(3t)

d) y"” — 4y’ + 5y = sen(t) — t?
e) y" +y = cos(2t)

fy" —2y" +y =16e"

9) y" + 3y’ —4y = tcos(2t)
h)y" —2y' —3y =te? — 4

i) y" —y = sen?(3t)

Dy +y=2"

K) y" +y' = cos(t) - sen(3t)

) y" +y =sec(t)

m) y" + 4y = tg(2t)

29) Nas EquacOes de Euler (Definidas na sec¢éo anterior dessa lista), para determinar a solucdo particular de um
caso ndo-homogéneo, os dois métodos aprendidos em sala sdo aplicaveis? Justifique.

30) Resolva as EDO'’s a seguir:

a) x2y" +3xy’ —3y ==

X
b) x2y" + xy' — 3y =/x
c) x2y" + 3xy’ + 5y = —lniX)
d) x2y” +3xy' + y = In?(x)

31) Considere um corpo, de massa m, preso a uma mola de constante elastica k, que é posto em movimento a uma
distancia inicial x, unidades a partir da sua posi¢céo de equilibrio, com velocidade inicial V,. Essa mola sofre acéo de
uma forma de resisténcia, proporcional a velocidade (admita que a constante de proporcionalidade é y, conhecida), e
além disso, o corpo esté sujeito a agdo de uma forga externa F (t), que varia com o tempo. Modele um PVI que descreva
a posicao desse corpo em funcdo do tempo.

32) Considere um corpo de 1K g, preso a uma mola de constante elastica K = 25N /m, sem forcas de resisténcia, que
parte do repouso, a partir da posigdo de equilibrio da mola, e sofre acdo de uma forga crescente de F(t) = Fto (Forca
em Newtons).

a) Modele um PVI que descreva a posi¢cdo da particula em funcéo do tempo.

b) Resolva esse PVI.

c) & Com aucxilio de software gréafico, esboce o gréafico de posicéo por tempo para esse sistema massa-mola.
d) Esse resultado faz sentido fisicamente? Justifique.



33) Considere um corpo de 2K g, preso a uma mola de constante elastica K = 8N /m, sem forcas de resisténcia, que
parte do repouso, a uma distancia de 20cm da sua posicdo de equilibrio, e sofre acdo de uma forca oscilatéria de
F(t) = 10 cos(t) (Forca em Newtons).

a) Modele um PVI que descreva a posicédo da particula em fungéo do tempo.
b) Resolva esse PVI.
c) & Com auxilio de software gréafico, esboce o gréafico de posi¢io por tempo para esse sistema massa-mola.

34) Um sistema massa-mola, quando livre de forcas dissipativas, tem a sua “frequéncia natural de oscilacdo”. Imagine
um corpo de massa 1Kg, preso a uma mola de constante elastica K = 4N /m, partindo do ponto de equilibrio da mola,
e com velocidade inicial nula.

a) Determine a frequéncia de oscilag&o natural desse corpo.

b) Imagine agora que ele sofra uma forca externa F(t) = cos(2t). Determine a equacdo do movimento dessa
particula.

c) & Faca um esbogo gréfico desse movimento com algum software, nos primeiros 100 segundos.

d) Se a forca externa for de F(t) = cos(1,9t), determine a equacédo do movimento da particula.

e) & Faca um novo esboco gréafico do movimento, nos primeiros 100 segundos.

f) (Item opcional) Quais fendmenos fisicos foram retratados nos itens anteriores?



